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Chapitre 1

Calcul matriciel

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5

1.6
1.7

Comment effectuer une somme de matrices ?

Comment effectuer une combinaison linéaire de matrices ?
Comment effectuer un produit de matrices ?

Comment montrer qu’une matrice carrée est inversible ?

Comment montrer qu’une matrice d’ordre 2 est inversible et écrire
sa matrice inverse ?

Comment résoudre un systeme linéaire a 1’aide des matrices ?

Comment calculer les puissances d’une matrice carrée par diago-
nalisation ?



1.1 Comment effectuer une somme de matrices ?

Pour pouvoir effectuer la somme de deux matrices A et B, il faut d’abord
que les deux matrices aient la méme taille. C’est-a-dire : méme nombre
de lignes et méme nombre de colonnes. Si C désigne la matrice somme,
les éléments de la matrice C' sont obtenus comme suit :

Cijj = @ij + b
EXEMPLE

Effectuons la somme des matrices A et B suivantes :
! / /
A a b c 7 B_ a/ b, c/
d e f d e f

a+a b+V c+c
d+d e+ée f+f

On a

C:A+B:<

Exercices

Dans chacun des cas suivants, trouver (quand c’est possible) la somme
des matrices A et B suivantes.

1 0 -2 -1 5 =7
2) A=1-3 2 5 [, B=|2 -5 ;

4 11 -7 x 13y

1 =2 -1 -7
3) A=1-3 5 |, B=| 2 ;

4 =7 x

1 =2 -1 5 =7
49 ) A=1-3 5 |, B=1]12 -5

4 =7 Y



1.2 Comment effectuer une combinaison linéaire de
matrices ?

Pour pouvoir effectuer une combinaison linéaire de deux matrices A et
B, il faut d’abord que les deux matrices aient la méme taille. C’est-a-
dire : méme nombre de lignes et méme nombre de colonnes. Si « et 3
sont deux réels et C désigne la matrice combinaison linéaire A + 5B,
les éléments de la matrice C' sont obtenus comme suit :

Cij = aa;j + Bbjj.

EXEMPLE

Soient o et § des réels. Effectuons la matrice combinaison li-
néaire oA+ 8B :

a b c a b
A= : B = )
(d e f) ’ <d’ e f’>

aa+ Ba’ ab+ BY ac—l—ﬂc’)

On a

C=aA+fB= <ad+5d' ae+ 8¢ af +Bf

Exercices

Soient « et B des réels. Dans chacun des cas suivants, trouver (quand
c’est possible) la matrice combinaison linéaire A + 3B.

1 0 -2 -1 5 =7
1) A=|-3 2 5|, B=12 -5 8 |;

4 11 -7 T Yy oz

1 =2 -1 -7

4 -7 r oz

1 =2 -1 5 =7
3) A=1-3 5 |, B=| 2 -5

4 =7 z oy




1.3 Comment effectuer un produit de matrices ?

Pour pouvoir effectuer le produit de la matrice A par la matrice B dans
cet ordre et on note A x B ou AB, il faut d’abord que le nombre de
colonnes de la matrice A soit égal au nombre de lignes de la matrice
B. Notons “I” ce nombre commun. Si P = A x B désigne cette matrice
produit, les éléments de la matrice P sont obtenus comme suit :

k=l

pij =Y (@i X by ;).

k=1
EXEMPLE

Dans ce qui suit, effectuons le produit de la matrice A par la
matrice B :

a b T Yy z
A= B = .
On utilise le schéma suivant :
x Yy z
=B

b
A= a P11 P12 P13 _ Ax B
c d P21 P22 P23
pi,j - étant la somme des produits terme a terme de la i*®me ligne de la
matrice A par la j%°™¢ colonne de la matrice B. On a

P=AxB= bi1 P12 P13 _ ax +ba ay+b3 az+ by |
P21 P22 P23 cx+da cy+dB cz+dy

Exercices

Dans chacun des cas suivants, trouver (quand c’est possible) le produit
de la matrice A par la matrice B.

1 0 -2 -1 5 -7
HNVA=|-3 2 5], B=12 -5 8 |;
4 11 -7 z Yy oz

(*) Pour la suite des exercices, se reporter a la page 109.
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1.4 Comment montrer qu’une matrice carrée est
inversible ?

Pour montrer qu'une matrice carrée A d’ordre n € N* est inversible, on
cherche une matrice carrée B du méme ordre telle que

AxB=BxA=1,.

I,, étant la matrice identité.
Une telle matrice B est unique et est appelée matrice inverse de A.

EXEMPLE

1
Ve

Cherchons une matrice B = <a Z) telle que
c

3
Montrons que la matrice A = ( {) est inversible.

AxB—BxA—b—(l 0)
0 1

a+cvV3 b+dv3

C AxB =
omme A X <c—a\/§ b—dv3

) , on doit donc résoudre le systeme

atceV3 =1 (1)
b+dv3 =0 (2)
c—av3 =0 (3)
d—b/3 =1 (4)
. . . 1 3
Avec les équations (1) et (3), on obtient a = 1 et ¢ = Ve et avec les
A . V3 1 , s
équations (2) et (4), on obtient b = 7 et d = T Ensuite, on vérifie
LoVv3
que la matrice : B = \;% 14 satisfait bien : Ax B = Bx A = I>.
4 4

Par conséquent, A est inversible et son inverse est la matrice B.
Exercices

Voir page 109.
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1.5 Comment montrer quune matrice d’ordre 2 est
inversible et écrire sa matrice inverse ?

a b
Soit A = d une matrice carrée d’ordre 2. Pour montrer que A est
c

inversible, on doit calculer det(A) = ad — bc et on distinguera deux cas :
e Si det(A) = ad — bc = 0, alors A n’est pas inversible.
e Si det(A) = ad — be # 0, alors A est inversible et sa matrice inverse

est la matrice
1 d -b
A7l = )
det(A) <—c a )

1 2
Soit A = (3 4). Montrons que A est inversible et calculons

son inverse.

Comme det(A) =1x4—-3x2=4—-6=—2#0, donc A est inversible.
L’inverse de la matrice A est la matrice

-2 1
1 4 =2
A= — =
S 7)o
2 2

EXEMPLE

Exercices

Montrer que chacune des matrices suivantes est inversible et déterminer
leurs inverses.
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1.6 Comment résoudre un systéme linéaire a 'aide
des matrices ?

Pour résoudre le systeme linéaire (5) :
{0111’ tapy = a

a21T + azxy = C3

ai; a2
On calcule A = det(S) = = ajjag — a1a12.
ags a2

1) Si A # 0, le systeme est de Cramer, la solution est donnée par :

c1 a2 air ¢

Co (92 a1 C2

r=——— et y=-——7-
A A

2) Le cas A = 0 est traité dans 'exemple ci-apres.
EXEMPLE

Soient a et ¢ des réels. Résolvons le systéme linéaire (5) :
r+y = 1
r+ay = c

Le déterminant du systeme (5) est A = det(S) = =a-—1

a
1) Sia # 1, alors A # 0 et par suite la solution est donnée par
11 11
¢ a a—c L e c—1
TTTA a1 YA Taod
2) Si a = 1, le systeme devient
z+y =1
{x—i—y = c

Deux cas sont a envisager :

i) ¢ # 1, le systéme n’a pas de solutions.

ii) ¢ = 1, le systéme a une infinité de solutions. Notons S cet ensemble
de solutions. On a § = {(z,1 — z),x € R}
Exercices

Voir page 110.
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1.7 Comment calculer les puissances d'une matrice
carrée par diagonalisation ?

Dans cette méthode, on se limite au cas ou l'ordre de la matrice est

a b
n = 2. Soit donc A = d) une matrice carrée d’ordre 2.
c

Pour calculer les puissances de la matrice A, on commence d’abord par
trouver deux nombres \; et Ao et une matrice inversible P telles que

Aa=p(M 9)p,
0 o

AP0
Pour tout entier naturel n, on a : A" = P 01 \n p-1
2
e \; et Ao sont les solutions de I'équation : 22— (a+d)x+(ad—bc) = 0.

EXEMPLE

Soit A = ( ; ; . Calculons A" pour n € N*,

On résout 1’équation 22 — (1 + 2)z + (1 x 2 — 3 x 2) = 0, on trouve
A1 = —1 et Ay = 4. Ces deux valeurs sont appelées valeurs propres de la
matrice A et comme elles sont distinctes, donc A est dite diagonalisable.
Pour trouver la premiére (resp. deuxiéme) colonne de la matrice P, on
cherche une solution non identiquement nulle du systéme matriciel

() (5) e 2 (0)(0)

1 2
On trouve par exemple P = < 1 3 > et d’apres ce qui précede, on a
0

A_p<—1 >p_1

1
Puis, d’apres 1.5, on trouve P~ = =z < . Ainsi pour tout n € N*,
1 n n+1 n
oma: An = L 3(=1)» 1+2><4 2(—1 +2x4 .
5 \3(=1)"t +3 x4 2(— ) + 3 x 4™
Exercices

Voir page 110.
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Chapitre 2

Combinatoire et
probabilités

2.1

2.2

2.3

24

2.5

2.6

2.7

2.8

2.9

2.10
2.11

Dans quel cas, peut-on utiliser le nombre d’applications entre deux
ensembles finis (ou p—liste) ?

Dans quel cas, peut-on utiliser le nombre d’arrangements de p ob-
jets parmi n objets ?

Dans quel cas, peut-on utiliser le nombre de permutations de n
objets ?

Dans quel cas, peut-on utiliser le nombre de parties de p éléments
dans un ensemble a n éléments ?

Comment définir une probabilité sur un ensemble dénombrable
(fini ou infini) ?

Comment utiliser la probabilité d’un événement B sachant (ou
conditionné par) un événement A de probabilité non nulle ?

Comment montrer I'indépendance de deux événements d’un espace
probabilisé ?

Comment utiliser la formule des probabilités totales et la formule
de Bayes?

Comment déterminer la loi de probabilité d’une variable aléatoire
discrete ?

Comment déterminer I’espérance d’une variable aléatoire discréte ?

Comment déterminer la variance (écart-type) d’une variable aléa-
toire discrete 7



2.1 Dans quel cas peut-on utiliser le nombre d’appli-
cations entre deux ensembles finis (ou p-liste) P

On utilise le nombre d’applications d’un ensemble a p éléments dans un
ensemble a n éléments ou une p—liste lorsqu’il s’agit de faire un choix
ordonné de p éléments d’un ensemble fini & n éléments.

Ce nombre est : n?

EXEMPLE
Combien de nombres de 3 chiffres peut-on former ?

Il s’agit donc de choisir le chiffre des centaines, le chiffre des dizaines et le
chiffres des unités. Ce qui revient a faire un choix ordonné de 3 éléments
dans un ensemble a 10 éléments, a savoir {0,1,...,9}. Ce nombre est
donc : 103.

Exercices

1) Combien existe-t-il de nombres entiers naturels ayant exactement
trois chiffres tous impairs 7

Comparer ce résultat avec le nombre total de nombres entiers de
trois chiffres;

2) Combien existe-t-il de nombres entiers naturels ayant exactement
quatre chiffres tous impairs ?

Comparer ce résultat avec le nombre total de nombres entiers de
quatre chiffres;

3) Combien y a-t-il d’entiers naturels compris entre 1 et 9999 ne conte-
nant pas le chiffre 07

4) Le questionnaire d’une enquéte comporte 10 questions. A chacune
d’elles, on peut répondre soit par OUI, soit par NON, soit s’abs-
tenir.

Quel est le nombre de fiches-réponses différentes possibles ?

5) Un cadenas a combinaison est composé de 4 chiffres de 0 a 9.
Combien de combinaisons possibles y a-t-il ?

6) Soit A = {a,b,c} et B ={1,2}. Combien d’applications différentes
de A dans B sont possibles?
Décrire ces applications.

16



2.2 Dans quel cas peut-on utiliser le nombre
d’arrangements de p objets parmi n objets ?

On utilise le nombre d’arrangements de p objets parmi n objets, lorsqu’il
s’agit de faire un choix ordonné de p éléments parmi n éléments (comme
dans une p—liste), mais deuz d deux distincts. Ce nombre est noté A% et

vaut
n!

Par convention, on pose A}, = 0 pour tout p > n.

AP =

EXEMPLE

Trois personnes arrivent dans un compartiment de chemin de
fer de 8 places. De combien de fagons peuvent-elles se disposer ?

Comme on doit associer a chaque personne une place, et a deux per-
sonnes distinctes, des places distinctes, il s’agit donc de faire un choix
ordonné de 3 places distinctes parmi 8 places. Ce nombre est donc : A3

|
et vaut A3 = (8§3)' = 336 possibilités.

Exercices

1) Combien y a-t-il de nombres de 3 chiffres écrits avec 3 chiffres deux
a deux distincts ?

2) Combien de fagons différentes peut-on organiser les lettres du mot
“MATH”?

3) Combien de fagons différentes, 5 livres peuvent-ils étre disposés sur
une étagere 7

4) Combien de fagons différentes peut-on organiser les lettres du mot
“COACH”?

5) Vous avez 3 chapeaux (A, B, C) et 4 écharpes (X, Y, Z, W). De
combien de fagons différentes pouvez-vous assortir un chapeau a
une écharpe?

6) Un mot de passe est créé en utilisant les chiffres 1, 2, 3, 4, 5 et
6. Combien de mots de passe différents peuvent étre formés en
utilisant exactement 4 chiffres (sans répétition) ?

17



2.3 Dans quel cas peut-on utiliser le nombre
de permutations de n objets ?

On utilise le nombre de permutations de n objets, lorsqu’il s’agit de faire
un liste ordonnée d’un ensemble a n éléments.

Ce nombre est : n!

Par convention, on note 0! = 1.

EXEMPLE

De combien de fagons peut-on répartir 6 postes de travail entre
6 ouvriers ?

Il s’agit de faire un liste ordonnée d’un ensemble & 6 éléments et chaque
ouvrier prend un poste de travail.
Ce nombre vaut : 6! = 720.

Exercices

1) Combien de nombres de 9 chiffres distincts peut-on former avec les
chiffres 1;2;3;4;5;6;7;8;,97
a) Combien parmi ces nombres sont tels que les chiffres 1;2; 3 se
suivent 7

b) Combien parmi ces nombres sont tels que les chiffres 1;2;3
sont ensemble dans un ordre quelconque ?

2) Combien de fagons différentes peut-on organiser les lettres du mot
“MATH”?

3) Trouver le nombre d’anagrammes du mot “NOEL” ;
4) Trouver le nombre d’anagrammes du mot “LENTILLE” ;

5) Combien de permutations différentes peuvent étre formées avec les
lettres du mot “ABCDE” ?

6) Vous avez 7 billes de couleurs différentes. Combien de fagons dif-
férentes pouvez-vous les aligner sur une ligne ?

7) Dans un groupe de 6 personnes, combien de fagons différentes
peuvent-elles étre arrangées pour une photo ?

18



2.4 Dans quel cas peut-on utiliser le nombre
de parties de p éléments dans un ensemble
an éléments?

On utilise le nombre de parties de p éléments dans un ensemble a n
éléments, ou combinaison & p éléments dans un ensemble a n éléments,
lorsqu’il s’agit de faire un choix non ordonné de p éléments deux a deux
distincts d’un ensemble a n éléments. Ce nombre est noté (Z) et vaut

<n> B n!
p) pn—p)!
Par convention, on pose (;) = 0 pour tout p > n.

EXEMPLE

Vous disposez de 8 boules numérotées de 1 a 8. De combien
de facons différentes pouvez-vous choisir 4 boules sans les re-
mettre 7

C’est un probleme de combinaisons. Le nombre de fagons de choisir 4

!
ik =70.

boules parmi 8 est donné par : (i) = Ul

Exercices

1) Une boite contient 5 billes numérotées de 1 & 5. Combien de facons
différentes peut-on choisir 3 billes sans remise 7

2) Vous avez 6 amis et vous voulez les inviter a diner. Cependant,
vous n’avez qu’'une petite table avec 4 places. De combien de fagons
différentes pouvez-vous choisir 4 amis pour les inviter ?

3) Dans un groupe de 8 personnes, combien de comités différents de
3 personnes peuvent étre formés ?

4) De combien de fagons peut-on garer six voitures dans dix places
de parking numérotées de 1 a 107

5) Dans un jeu de cartes standard, combien de fagons différentes
pouvez-vous choisir une main de 5 cartes?

6) Vous avez 10 personnes et vous souhaitez former une équipe de
travail de 4 personnes. Combien de facons différentes pouvez-vous
choisir 1’équipe 7
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2.5 Comment définir une probabilité sur un
ensemble dénombrable (fini ou infini) ?

Soit E un ensemble dénombrable (fini ou infini). Pour définir une pro-
babilité sur F, on procéde comme suit :

e Si F est fini, notons n le nombre d’éléments de E. Alors toute suite
n

finie (p1,p2,...,pn) de nombres positifs tels que Y p; = 1 définit une

=1

probabilité sur F.
e Si E est infini. Alors toute suite finie (py,),,cy de nombres positifs

(o]
tels que Y p, = 1 définit une probabilité sur E.
n=0

EXEMPLE

Lorsqu’on préléve au hasard une boule dans une urne contenant
3 boules rouges, une boule jaune et deux boules bleues. Notons
E P’ensemble des résultats de ce tirage, on a : £ = {R, J, B}.
Définir une probabilité sur F.

Notre intuition nous conduit a poser

3 1 1 2 1

= - = — = — t = - = —
PR 6 9’ bJ 6 €t PB 6 3

Ona:pr+ps+pp=1
Exercices

1) On lance trois fois de suite une piece de monnaie équilibrée. I’en-
semble des issues est

E = {PPP,PPF,PFP,FPP,PFF, FPF,FFP,FFF}

Définir une probabilité sur F.

2) On lance deux fois de suite une pieéce de monnaie non équilibrée.
L’ensemble des issues est

E={PP,PF,FP,FF}
Définir une probabilité sur F.
3) On lance un dé non équilibré. L’ensemble des issues est
E=1{1,2,3,4,5,6}
Définir une probabilité sur E.

20



2.6 Comment utiliser la probabilité d'un événement
B sachant (ou conditionné par) un événement A
de probabilité non nulle ?

Soit A un événement de probabilité non nulle. La probabilité d’un évé-
nement B sachant I’événement A notée P4(B) ou P (B|A) est utilisée
pour calculer la probabilité de (A N B) selon la formule suivante

P(AN B) = P(A) x P (B|A)

EXEMPLE

Soit une urne contenant 5 boules rouges et 3 boules jaunes,
indiscernables au toucher. On tire au hasard, successivement et
sans remise, deux boules de cette urne. Quelle est la probabilité
de tirer deux boules rouges ?

Considérons les événements “A une boule rouge en premier” et “B une
boule rouge en second”. 11 s’agit de calculer P(A N B).

Calculons d’abord P (B|A).

Comme P (B|A) est la probabilité de tirer une boule rouge dans 'urne
qui ne contient plus que 4 boules rouges et 3 boules jaunes. On a donc

P (B|A) = -.

7
Par ailleurs, il est clair que P(A) = g Il s’ensuit donc que
5 4 5
P(ANB)=P(A) x P(B|A) = 3 X - =

Exercices

1) Soit une urne contenant 5 boules rouges, 3 boules jaunes et 2 boules
vertes, indiscernables au toucher. On tire au hasard, successive-
ment et sans remise, deux boules de cette urne.

a) Quelle est la probabilité de tirer deux rouges?
b) Quelle est la probabilité de tirer deux jaunes?

c¢) Quelle est la probabilité de tirer deux vertes ?

*) Pour des exercices complémentaires, se reporter page : 108.
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2.7 Comment montrer I'indépendance de deux
événements d’un espace probabilisé ?

Dans un espace probabilisé €2, montrer que deux événements A et B sont
indépendants, revient & montrer que P(AN B) = P(A) x P(B).

EXEMPLE

Une carte est tirée au hasard dans un jeu de 32 cartes. Les
événements “la carte tirée est noire” et “la carte tirée est un

roi” sont deux événements indépendants.

Soient N I’événement “la carte tirée est noire” et R I’événement “la
carte tirée est un roi”. L’événement N N R est “la carte tirée est a la fois
un roi et noire”. On a

P(N) = &, P(R) = ?:iz ot B(N N R) = 3%

1
2 )
Il est bien clair que

P(N N R) = P(N) x P(R)

Donc les événements “la carte tirée est noire” et “la carte tirée est un
roi” sont indépendants.
Exercices

1) On tire au hasard une carte dans un jeu de 32 cartes. On considére
les événements A “la carte tirée est un roi” et B “la carte tirée est
un pique.”

a) Calculer P(A), P(B) et P(AN B);
b) Les événements A et B sont-ils indépendants ?
2) Soient A et B deux événements indépendants d’un univers §.
a) OnaP(A)=0,2et P(AN B) = 0,06.
Calculer P(B) et P(AU B);
b) On a maintenant P(A) = 0,4 et P(AU B) = 0, 52.
Calculer P(B) et P(AN B);

3) Jean fait successivement une partie de tennis de table et une partie
de badminton. La probabilité qu’il gagne au tennis de table est 0,7
et quel que soit le résultat du match précédent, la probabilité qu’il
gagne au badminton est 0,4. Quelle est la probabilité qu’il gagne
au moins une partie ?

22



2.8 Comment utiliser la formule des probabilités
totales et la formule de Bayes ?

Soient B, Bo, ..., B,, n événements constituant une partition d’un es-
pace probabilisé 2. La formule des probabilités totales permet d’expri-
mer la probabilité de tout événement A en fonction des probabilités
P (AN B;) ou encore en fonction des P (A|B;) et des P(B;). On a

P(A)=P(ANBy)+...+P(ANDBy,)
Ou encore
P(A) =P (A|B1)P(B1) + ...+ P(A|B,) P(By)

Soient A et B deux événements de probabilités non nulles d’un espace
probabilisé . La formule de Bayes permet d’exprimer la probabilité
P (B|A) en fonction des probabilités P (A|B;), P(A) et P(B;). On a

P(AIB)P(B) __P(A|B)P(B)
P(A) 3" P (A|B:) P(By)
=1

P (B|A) =

EXEMPLE

Le personnel d’une entreprise est composé de 60% de femmes.
15% de femmes fument et 25% des hommes fument. Calculons la
proportion des fumeurs dans cette entreprise? Considérons les
événements suivants : B; “’employé est une femme” By “I’employé est
un homme” et F' “I’employé est un fumeur ou une fumeuse”. L’énoncé
se traduit par les probabilités suivantes :

P(By) = 0.6, P(F|By) = 0.15 et P(F|By) = 0.25
Calculons P(F'). On a
P(F) =  P(FNB)+P(FNBy)
P(F|B1)P(B1) + P(F|B2)P(B2)

0.15 x 0.6 +0.25 x 0.4
0.19

La proportion des fumeurs dans cette entreprise est de 19%.
Exercices
Voir page : 111.
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2.9 Comment déterminer la loi de probabilité d'une
variable aléatoire discréte ?

Soient 2 un ensemble dénombrable (fini ou infini) muni d’une probabilité
P et X une variable aléatoire discrete définie sur 2, c’est-a-dire une
application de ) dans R. On suppose que X prend les valeurs x; avec ¢
décrit un ensemble dénombrable 1.

Déterminer la loi de probabilité de X revient a déterminer les pro-
babilités :

pi=PH{weQ: X(w)=x}) =P (X =ux;).

EXEMPLE

On lance 3 fois de suite une piéce de monnaie équilibrée. On
gagne 2€ pour chaque résultat “Pile” et on perd 1€ pour chaque
résultat “Face”. L’ensemble des issues est

Q = {PPP,PPF,PFP,FPP,PFF,FPF,FFP,FFF}.

Soit X l’application de 2 dans R qui a chaque issue associe le
gain correspondant. Déterminer la loi de X.

Il est clair que les valeurs prises par X sont “—3; 0; 3 et 6”.
Calculons P (X = —-3),P(X =0),P(X =3) et P(X =6). On a:

1
P(X =-3)=P{FFF}) = 3
P(X =0) = P({PFF,FPF,PFF}) = %
P(X = 3) = P ({PPF, PFP, FPP}) %
1
P(X =6)=P({FFF}) = 3
gain x; r1=-3 | 29=0 3 =0 T4 =06
1 1
Probabilité p; = P (X = ;) g g 3 3

Exercices

Voir page 112.
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2.10 Comment déterminer I'espérance d’une variable
aléatoire discréte ?

Soient 2 un ensemble dénombrable (fini ou infini) muni d’une proba-
bilité P et X une variable aléatoire discréte définie sur 2. Notons par
{zi,1 € I}, ensemble des valeurs prises par X.

Pour déterminer l’espérance de X, qu’on note E(X), on doit calculer
la quantité (quand elle existe) :

E(X) =) aixP(X =ux).
el

EXEMPLE

On lance 3 fois de suite une piéce de monnaie équilibrée. On
gagne 2€ pour chaque résultat “Pile” et on perd 1€ pour chaque
résultat “Face”. L’ensemble des issues est

Q = {PPP,PPF,PFP,FPP,PFF,FPF,FFP,FFF}.

Soit X 1’application de €2 dans R qui a chaque issue associe le
gain correspondant. Déterminer 1’espérance de X.

Dans 'exemple de la méthode précédente, les valeurs prises par X sont
“—3; 0; 3 et 6”7 et les probabilités correspondantes sont :
1 3 3 1

L’espérance de X est donc

1 1
E(X):;xix]P’(X:xi):—3><8+0><:+3><2+6><8:3:1,5.

Ceci représente le gain moyen.
Exercices

1) Soit X une variable aléatoire prenant les valeurs 1,2,3,4,5,6 avec
les probabilités suivantes

T 1234576
P(X==z)]01]02]01]03]01]02

Calculer ’espérance de X.
*) Pour des exercices complémentaires, se reporter page : 112.
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2.11 Comment déterminer la variance (écart-type)
d’une variable aléatoire discréte ?

Soient €2 un ensemble dénombrable (fini ou infini) muni d’une proba-
bilité P et X une variable aléatoire discrete définie sur 2. Notons par
{zi,i € I}, 'ensemble des valeurs prises par X.

Pour déterminer la variance de X, qu’on note V(X), on doit calculer la
quantité (quand elle existe) :

V(X) =) (z —E(X))? xP(X =z;) = E(X?) - (E(X))?
i€l
L’écart-type de X est o(X) = /V(X).
EXEMPLE
On lance 3 fois de suite une piéce de monnaie équilibrée. On
gagne 2€ pour chaque résultat “Pile” et on perd 1€ pour chaque
résultat “Face”. L’ensemble des issues est
QQ={PPP,PPF,PFP,FPP,PFF,FPF,FFP,FFF}.

Soit X 1’application de 2 dans R qui a chaque issue associe le
gain correspondant. Déterminer la variance et I’écart-type de
X.

Dans ’exemple de la méthode 9, les valeurs prises par X sont “—3; 0; 3
et 6”7 et les probabilités correspondantes sont :

P(X=-3)= L B(X=0)= 2, F(X=3)= 1 et F(X =) =

Dans ’exemple de la méthode 10, 'espérance de X est E(X) =

variance de X est donc :

1 3)\? 3 3\’ 3 3\° 1 3)\?

X)=-3x(=-=2 o2 -2 ——
V(X) 3><<8 2> +0><(8 2) +3><<8 2) +6><<8 2>
Soit V(X) =9,46875.
L’écart-type de X est o(X) = /V(X) ~ 3,08
Exercices

1) Soit X une variable aléatoire prenant les valeurs 1,2,3,4,5,6 avec

les probabilités suivantes

T 1] 2345716
P(X=z)|01]02]01]03]01]0,2

Calculer la variance et I’écart-type de X.
*) Pour des exercices complémentaires, se reporter page : 113.
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Chapitre 3

Graphes

3.1
3.2

3.3
3.4
3.5

3.6

Comment construire une matrice d’adjacence ?

Comment calculer le nombre de chaines d’une longueur donnée
d’un sommet a un autre?

Comment reconnaitre un graphe probabiliste ?
Comment écrire la matrice de transition d’un graphe probabiliste ?

Comment obtenir la distribution a ’étape n en fonction de la dis-
tribution initiale dans le cas d’une chaine de Markov a deux ou a
trois états ?

Comment trouver 1’état stable d’une chaine de Markov ?



3.1 Comment construire une matrice d’adjacence ?

Soit G un graphe non orienté avec n sommets numérotés de 1 a n, la
matrice d’adjacence A = (A;;) est construite comme suit :
A;j est égal a 1 si les sommets ¢ et j sont reliés par une aréte, et 0 sinon.

EXEMPLE

Considérons le graphe G ci-dessous :

@‘@

Donnons la matrice d’adjacence du graphe G.

Définissons la suite (A;;)1<i j<4 comme suit :

Ao =A13=A14=1 (le sommet 1 est reli¢ aux sommets 2, 3 et 4);
Ay = Ay3 =1 (le sommet 2 est relié aux sommets 1 et 3);

A3z = A35 =1 (le sommet 3 est relié aux sommets 1 et 2);

Ay =1 (le sommet 4 est relié au sommet 1) ;

Les autres A;; = 0.

0111
1 010
La matrice d’adjacence A est A = (A;;) = L1 0 0
1 0 0 O

Exercices

1) Considérons le graphe G ci-dessous :

Donner la matrice d’adjacence du graphe G ;

*) Pour des exercices complémentaires, se reporter page : 114.
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3.2 Comment calculer le nombre de chaines d’une
longueur donnée d’'un sommet a un autre ?

Soit G un graphe non orienté avec n sommets numérotés de 1 a n et
soit A sa matrice d’adjacence. Soient k£ un entier non nul, ¢ et j deux
sommets du graphe G.

Le nombre de chaines de longueur k reliant le sommet i et le sommet j

est égal au coefficient de la 71™¢ ligne et de la 5™ colonne de la matrice

AP,

EXEMPLE

Considérons le graphe G ci-dessous :

(11—
Ay

Donnons le nombre de chaines de longueur 2 et de longueur 3
reliant le sommet 1 et le sommet 3.

0O 1 1 1
101 0
La matrice d’adjacence A de G est A =
1101
1010
31 2 1
1 2 1 2
La matrice A% =
21 3 1
1 2 1 2

Il y a deux chaines de longueur 2 reliant le sommet 1 et le sommet 3 :
cesont 1 —2—-3etl1—-4-3.

La matrice A3 =

(G2 B BTN
D Ut N Ut
U o O o
D Ut N Ot

5
Il y a cinq chaines de longueur 3 reliant le sommet 1 et le sommet 3 : ce
sont1-3—-1-3,1-3—-2-3,1-3-4—-31—-4—-1-3,et1—-2—-1-3.

Exercices

Voir page 114.
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3.3 Comment reconnaitre un graphe probabiliste ?

Un graphe probabiliste est un graphe orienté pondéré dans lequel la
somme des poids des arcs issus de chaque sommet est égal a 1.

EXEMPLE
Vérifions que le graphe ci-dessous est un graphe probabiliste

0,4 0,7

Comme ce graphe est orienté, il suffit de vérifier que la somme des poids
des arcs issus de chaque sommet est égal a 1.

Poids des arcs issus du sommet A ont pour somme : 0,2+0,54+0,3 =1
Poids des arcs issus du sommet B ont pour somme : 0,1 +0,9=1
Poids des arcs issus du sommet C' ont pour somme : 0,4+ 0,6 =1
Poids des arcs issus du sommet D ont pour somme : 0,74 0,3 = 1.

Exercices

1) Le graphe ci-apres est-il un graphe probabiliste ?

2) Voir page : 115.
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3.4 Comment écrire la matrice de transition d’un

graphe probabiliste ?

Soit n un entier naturel non nul. La matrice de transition associée a
un graphe probabiliste de rang n (& n sommets) est la matrice carrée
T = (t;;) d’ordre n ou t;; est le poids de 'arc allant du sommet i au
sommet j.

On pose t; ; = 0 s’il n’y pas d’arc allant du sommet ¢ au sommet j.

EXEMPLE

Déterminons la matrice de transition du graphe probabiliste
suivant

0,2 0,1

La matrice de transition de ce graphe est

0,2 0,5 0,3 0
0 0,1 0 09
0 0 04 06
0,3 0 0 0,7

A=

Exercices

Voir page : 115.
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3.5 Comment obtenir la distribution a I'étape n en
fonction de la distribution initiale dans le cas
d’une chaine de Markov a deux ou a trois états P

Soient T' la matrice de transition de la chaine de Markov (X)) & deux
ou a trois états, n un entier naturel non nul, my la distribution initiale
de (X,,) et m, la distribution & ’étape n. Alors m, est déterminée par

T =mg T"

EXEMPLE

Considérons (X,) une chaine de Markov a deux états a et b

a
1 2
définie par sa matrice de transition T = % % .
5 5
Soit mp = (0,3 0,7) la distribution initiale de

la distribution a I’étape 10 de (X,,).

(X,). Calculons

Nous devons calculer la matrice T". Pour cela, nous reprenons la mé-
thode 1.7 du chapitre “Calcul matriciel” en ne donnant ici que les résul-
tats du calcul.

1 2 1 2 3 2
La résolution de I’équati 2_ (=242 IxZ_Z2xZ) =0
a résolution de I'équation x <3+5>x+<3x5 5><3> ,
4
donne A\ = 1let Ay = I On a A1 # Ao, donc T est dite diagonalisable.
10
Comme matrice P, on trouve par exemple P = 9 . On calcule
1 1
9 W
P~! on trouve P! = 1% 199 et d’apres cette méme méthode, on
15 19
1 0 1 0
a:T=P 0 4 | Pl Puis, T" =P N AN\" | P71
15 15

Le calcul de w9 = (0,3 0,7)T'0 est laissé au lecteur.
Exercices

Voir page : 116.
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3.6 Comment trouver I’état stable d’'une chaine de
Markov ?

Soit T la matrice de transition de la chaine de Markov (X,,) & deux ou a
trois états. Il existe au moins une distribution initiale telle que my = moT'.
Cette distribution est dite état stable de la chaine de Markov (X,,).
Pour trouver cet état : selon le cas, on résout I’équation matricielle

(@ B)=(a BT ou (o f ) =(a g NT.

EXEMPLE

Soit (X,) la chaine de Markov a deux états définie par sa ma-

1 2
trice de transition 7 = % %
5 5

Déterminons un état stable de cette chaine de Markov.

On résout I'équation matricielle (« ) = (o [B)T. Ce qui revient a
résoudre le systeme linéaire a deux inconnues suivants :

1 3
23C)é+526 = «
30t 50 =0
a+p =1
a =0
Ce systeme est équivalent successivement a
2 3
2 3 —5(1—5)4‘55 = 0
3750 = 0 = o — 15
« = 1-5 a, B > 0
o, f > 0

9 10
On trouve 8 = 0 puis a = ITh Un état stable est donc 1’état initial
(10 9
=\ 19)°
Exercices

Voir page 116.
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Chapitre 4

Nombres complexes

4.1

4.2
4.3
44

4.5

4.6

4.7
4.8

4.9

4.10

4.11

Comment calculer le module et 'argument d’une puissance d’un
nombre complexe ?

Comment simplifier un rapport de nombres complexes ?
Comment montrer qu’un nombre complexe est réel 7

Comment montrer qu'un nombre complexe non nul est imaginaire
pur?

Comment calculer les racines carrées d’un nombre complexe non
nul ?

Comment calculer les racines n-iémes d’un nombre complexe non
nul 7

Comment factoriser un polynoéme réel ?

Comment linéariser des expressions de la forme cos™z sinx avec
m,n € N?

Comment exprimer cos(n#) et sin(nd) en fonction de puissances de
cos(0) et de sin(6) 7

Comment écrire 1 + ¢ et 1 — e (0 € R) sous la forme re® avec
(r,a) e R??

Comment simplifier certaines sommes de cosinus (resp. sinus) ?



4.1 Comment calculer le module et 'argument d'une
puissance d’un nombre complexe ?

Pour calculer le module et ’argument d’une puissance d’un nombre com-
plexe, on calcule d’abord le module et ’argument de ce nombre, puis on
I’éleve a la puissance voulue.

EXEMPLE

Calculer le module et ’argument du nombre complexe du nombre
complexe : z = (1 +iv/3)%.

Comme -
(1+iV3) =2 —1—1@ — 23
2 2
donc .
[1+iV3] =2 et arg(l+iV3) = 5[27?]
d’ou
T\ 20 207
z=(14+iV3)% = <Ze3> =(2)%% 3
ou encore

(18+2) 27
5 = 22061 3 g — 220&?

et par suite
2
2| = [(14+iv3)2°] = 2% et arg () = —[2n].

Exercices

Calculer le module et 'argument de chacun des nombres complexes sui-
vants :

a) (— 1—|—1)

/\\

_

=
\f>,

1

N N
#&

—_

=

B

SN—
. -~
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